
分组拆分法.Splitting the
Summation

这里的核心是要求 P(n) 必须使得 M 和 M c 上的项 an 都可以
被更简单的收敛数列控制。

Idea

此类方法的核心思想是将级数 ∑ an 的下标集 I 划分为两个或
多个子集，每个子级数在其定义的集合上更容易找到一个收敛

的上界。

∞

∑
n=1

an = ∑
n∈M

an + ∑
n∈M c

an.

这适用于 an 的放缩难以用一个统一的数列控制的情况。

1. 确定分组标准 (The Criterion)
找到一个判别条件 P(n)，将所有下标 划分为两个互斥的
集合 M 和 M c.这个条件通常针对 an 中放缩困难的关
键因子。其中M = {n ∣ P(n) 成立},
M c = {n ∣ P(n) 不成立}.

2. 分别放缩求和 (The Bounding)
证明这两个（可以多个，但常用两个）子级数都收敛：

对于 M，利用 P(n) 成立的条件，找到一个收敛的上



下面给出两个应用供读者参考理解。

下面给出此类问题的较为标准的思路。

将级数项按指数增长的区间 [2k, 2k+1 − 1] 进行分组，利用 an 的

界：

∑
n∈M

an ≤ ∑
n∈M

bn < ∞

对于 M c，利用 P(n) 不成立的条件，找到一个收敛的上
界：

∑
n∈M c

an ≤ ∑
n∈M c

cn < ∞

只要 ∑n∈M an 和 ∑n∈M c an 都收敛，原级数 ∑∞
n=1 an

就收敛。

常见的判断条件

判别条件 P(n) 往往与项 an​ 中递增/递减的因子有关，例如：

相邻项的比值控制： |an+1/an| 超过某个阈值。
项的大小： an​ 是否小于某个简单函数(通常用于截尾法).

柯西收敛判别法的推广应用

想要证明递减级数 ∑∞
n=1 an 的收敛性。



递减性，以上级数可以重写为：

∞

∑
n=1

an = a1 +
∞

∑
k=0

(
2k+1−1

∑
n=2k

an).

对于第 k 组的求和 Σk = ∑2k+1−1
n=2k an: 组内有 2k 项, 由于 an 递

减，组内所有项 an ≤ a2k . 因此 Σk 的上界为：

Σk ≤
2k+1−1

∑
n=2k

a2k = 2k ⋅ a2k .

此时，原级数的收敛性等价于新的分组级数的收敛性：

∞

∑
n=1

an 收敛 ⟺
∞

∑
k=0

2ka2k  收敛.

同上述处理类似，我们将下标 n 按照 √n 的整数部分 k 进行分
组，利用 ⌊√n⌋ 的特性，将 √n 转化为 k. 定义分组集合
Mk = {n ∣ k2 ≤ n < (k + 1)2}, 即 ⌊√n⌋ = k.

故原级数可以重写为 ∑∞
k=1 (∑n∈Mk

1
√ne√n

).

对于第 k 组的求和 Σ′
k = ∑(k+1)2−1

n=k2
1

√ne√n
:

处理带有根号和指数项的级数

证明级数 ∑∞
n=1

1
√n⋅e√n

 的收敛性。

1. 组内项数是 2k + 1 个，
2. 对于组内所有 n，√n ≥ k.
很自然的，我们利用 √n ≥ k 进行放缩得到
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Σ′
k ≤

(k+1)2−1

∑
n=k2

1

k ⋅ ek
.

因为组内各项的上界相同，Σ′
k 的上界为：

Σ′
k ≤ (2k + 1) ⋅

1

kek
.

现在判断新的级数 ∑∞
k=1 Σ′

k 的收敛性，利用比较判别法：

∞

∑
k=1

Σ′
k ≤

∞

∑
k=1

2k + 1

kek
,

当 k → ∞ 时， 2k+1
kek ∼ 2

ek . 由于 ∑∞
k=1

2
ek  是一个公比

q = 1/e < 1 的几何级数，收敛。 根据比较判别法，原级数收
敛。


